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Quello sui sistemi complessi € un settore di
ricerca interdisciplinare in grande espansione
negli ultimi anni, e di straordinario interesse sia
per la comprensione del mondo in cui viviamo
che per le possibili ricadute applicative (**). Da
un punto di vista concettuale lo studio dei si-
stemi complessi ha causato una vera e propria
rivoluzione nel nostro modo di pensare. Infatti
per decenni ogni buon fisico & stato educato
all’approccio riduzionistico, che consiste nel-
Iaffrontare un qualunque sistema o problema
fisico scomponendolo in una serie di parti, di
elementi semplici. Il metodo riduzionistico e la
chiave pass-partout per aprire il forziere delle
meraviglie della natura: I'idea di base infatti e
che un qualunque sistema all’apparenza com-
plicato puo essere compreso una volta che viene
scomposto nei suoi costituenti elementari. La
complessita di ogni sistema va solo ricercata
quindi nella complessita dei suoi costituenti. Il
paradigma riduzionistico, che e stato alla base
delle piu grandi scoperte scientifiche dell’’800 e
del 900, ha iniziato a vacillare negli ultimi 30
anni a causa dell’affermarsi del caos determini-
stico (%), ed ha ora visto definitivamente sanciti i
suoi limiti con la nascita di un vasto movimento
di interessi e ricerche su problemi multidisci-
plinari e la nascita di una nuova scienza, la

* Relazione presentata da V. Latora al LXXXVIII Con-
gresso SIF, Alghero, Italy, Settembre 2002.

scienza dei sistemt complesst. Infatti, le princi-
pali caratteristiche di un sistema complesso
sono proprio: la presenza di numerosi elementi
che interagiscono non linearmente e che sono
fortemente interdipendenti, e la comparsa a li-
vello globale di proprieta cosiddette emergenti,
come la capacita di auto-organizzazione, pro-
prieta che non si possono spiegare a partire
dalle proprieta degli elementi costituenti il si-
stema (>%). Quando parliamo di sistemi com-
plessi abbiamo naturalmente in mente i sistemi
complessi per eccellenza cioeé i sistemi biologici,
ed in special modo quei sistemi che hanno a che
fare con gli esseri umani: il nostro corpo, la so-
cieta in cui viviamo, le nostre culture. Anche se
sappiamo che il nostro corpo e fatto di atomi, e
la meccanica quantistica ci da delle informa-
zioni complete e dettagliate di come gli atomi si
comportano, le nostre conoscenze di fisica ato-
mica non ci permettono di fare delle previsioni
su come funzionano gli organi del nostro corpo,
o sul comportamento sociale di un essere uma-
no. Analogamente il cervello non € semplice-
mente una somma di tanti neuroni, cosi come un
sistema sociale non € una semplice somma di
tanti individui. Quando si studia un sistema vi-
vente I'approccio riduzionistico non puo fun-
zionare. Un sistema complesso va studiato nella
sua integrita perché non e¢ una somma delle
parti (7).

I sistemi complessi hanno naturalmente atti-
rato l'attenzione dei fisici, visto che i metodi
sviluppati per lo studio della dinamica dei si-
stemi caotici e in meccanica statistica si sono
rivelati indispensabili nello studio teorico e
nella modellizzazione di sistemi biologici, so-
ciali ed economici. E interessante notare come
Ettore Majorana, nel suo ultimo articolo pub-
blicato postumo su «Scientia» (*), parli, gia 60
anni fa, delle forti analogie tra termodinamica/
meccanica statistica e scienze sociali. Si puo
forse considerare il lavoro di Majorana come il
primo articolo sui sistemi complessi.
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Il presente articolo non intende essere una
rassegna sui sistemi complessi — per una in-
troduzione generale allo studio dei sistemi
complessi consigliamo un articolo divulgativo di
Michel Baranger (*) —, voglio piuttosto soffer-
marmi su di un aspetto ben particolare dello
studio dei sistemi complessi: I'architettura di un
sistema complesso. Grazie alla disponibilita
sempre maggiore di dati di sistemi reali, si e
recentemente iniziato a studiare le proprieta di
connettivita dei sistemi complessi. Infatti, un
generico sistema complesso si puo, in prima
approssimazione, descrivere come una rete, un
network, o in termini matematici un grafo. Un
grafo € un entita costituita sostanzialmente da
vertici (o nodi) ed archi (o spigoli). I vertici
rappresentano gli elementi della rete, mentre gli
archi connettono coppie di nodi e rap-
presentano le relazioni fra gli elementi. Ad
esempio, in un sistema sociale i nodi sono gli
individui e gli archi rappresentano i rapporti
sociali fra individui, che possono essere di varia
natura, ad esempio legami di parentela, o legami
di amicizia, o rapporti sessuali, a seconda del
tipo di studio a cui si e interessati. In un cervello
i nodi sono i neuroni e gli archi sono le sinapsi.
Uno studio delle proprieta di connettivita, cioe
di chi e connesso a chi, e il primo passo per
comprendere come funziona un sistema com-
plesso. Un risultato molto importante emerso
recentemente (lo studio dei networks di sistemi
complessi da parte dei fisici ha avuto il suo
apice negli ultimi 5 anni) e che networks appa-
rentemente diversi di vari sistemi biologici, so-
ciali e tecnologici mostrano tutti la stessa ar-
chitettura, una architettura che non € né com-
pletamente regolare né completamente random.
Questa classe particolare di reti € stata nomi-
nata small world networks, in analogia con il
fenomeno dello small world evidenziato speri-
mentalmente 40 anni fa da dei sociologi ameri-
cani (19).

Kevin Bacon é un attore di Hollywood che ha
recitato in numerosi films e che negli ultimi anni
¢ diventato famoso per un gioco a lui ispirato. Il
gioco di Kevin Bacon, popolare fra i teenagers
americani, consiste nello scegliere un attore a
caso, chiamiamolo A, e cercare di determinare il
numero di Bacon di A. Se A ha recitato insieme a

Bacon in almeno un film allora I'attore A ha
numero di Bacon 1. Se invece A non ha mai re-
citato insieme a Bacon, ma ha recitato con un
attore B e questi a sua volta ha partecipato ad un
film con Bacon, allora I'attore A ha numero di
Bacon 2. E cosi via, il gioco consiste nel de-
terminare il percorso piu breve da A a Bacon
tramite una catena di collaborazioni. Qualche
anno fa Brett Tjaden ha addirittura costruito un
web site, 'Oracolo di Bacon ('), che, utilizzando
I'archivio di films dell’International Movie Da-
tabase (*?), & capace di calcolare il minimo nu-
mero di Bacon di un attore scelto a caso. Per
fare un esempio a noi caro, 'Oracolo ci dice che
Marcello Mastroianni ha numero di Bacon 2.
Anche attori appartenenti a periodi diversi
hanno un numero di Bacon piccolo (2 per Elvis
Presley e Marilyn Monroe), e si trova come ri-
sultato generale che il piu grande numero di
Bacon finito, che si ottiene considerando tutti
gli attori di tutti i periodi é solo 8. Chiaramente
questo non significa che Kevin Bacon é il centro
del mondo degli attori, anzi ci sono molti altri
attori che sono piu centrali di Bacon. In realta, la
stessa proprieta € valida per tutti gli attori, cioe
per ogni coppia di attori e possibile trovare un
percorso breve che li collega. Inoltre, questa,
che a prima vista potrebbe sembrare una pro-
prieta tipica di un network sociale sicuramente
molto particolare, come il network di col-
laborazione degli attori di Hollywood, e invece
una caratteristica tipica di tutti i sistemi sociali.

Infatti, quante volte & capitato a tutti noi di
scoprire delle amicizie in comune con una per-
sona appena incontrata ad una festa, appa-
rentemente uno sconosciuto, e di esclamare
“ma come & piccolo il mondo!”. Ebbene, il co-
siddetto fenomeno dello small world € stato
interesse di studio dei sociologi gia 40 anni fa.
Nel 1967 Steven Milgram effettuo il primo di una
serie di esperimenti volti a misurare il numero di
passaggi necessari per connettere due persone,
scelte a caso, negli Stati Uniti('"). Milgram
chiese ad un centinaio di persone di Omaha in
Nebraska (appartenenti a varie tipologie socia-
li) di recapitare una lettera ad un individuo
target, uno stockbroker di Boston (identificato
solo dal nome, dalla professione, e dalla citta)
utilizzando una catena di amicizie. Ad ogni
partecipante all’esperimento veniva richiesto di
passare la lettera a quello dei suoi amici che lui
reputava il piu vicino possibile al target, con lo
scopo di raggiungere il target con il minore nu-
mero di passaggi possibili. Ci si aspettava che la
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lettera dovesse compiere centinaia di passaggi
prima di raggiungere il target finale. Invece,
analizzando il percorso compiuto dalle lettere
arrivate a destinazione Milgram misuro una
lunghezza media di 6 passaggi e questo risultato
fu alla base della famosa nozione popolare dei
“sei gradi di separazione”: nonostante la popo-
lazione mondiale stimata nel 2003 sia di circa
6-10% due persone possono essere connesse
tramite una catena lunga solo 6 passi!! Questo
risultato diventa ancora piu interessante se si
pensa a quanto i networks sociali siano impor-
tanti per le comunicazioni: infatti, la diffusione
di idee, di mode, ma anche di malattie, ¢ basata
sui contatti fra individui, e questa diffusione e
molto piu veloce in un network con una breve
distanza di separazione fra due individui, ri-
spetto ad un network meno connesso. La strut-
tura di un sistema sociale € anche la prima cosa
da conoscere quando si vuole scegliere la mi-
gliore strategia per pubblicizzare un prodotto.

Il piu semplice network che possiamo pensare
di costruire per modellizzare un sistema sociale
e un albero di Cayley. Un albero di N nodi e K
archi e un grafo di N nodi con il minimo numero
di archi affinché tutti i nodi siano connessi fra di
loro, cioé con K = N — 1. Un albero di Cayley e
un albero in cui tutti i nodi hanno lo stesso
grado k, dove il grado di un nodo ¢ il numero di
archi incidenti sul nodo (in una rete sociale il
numero di conoscenti diretti di un individuo).
Un albero di Cayley si ottiene come in fig. 1 as-
sumendo che un nodo sia connesso diretta-
mente ad altri £ nodi, e ciascuno di questi sia a
sua volta collegato ad altri k¥ — 1 nodi distinti da

oo

Fig. 1. - Albero di Cayley con k = 4 archi per nodo.

quelli precendenti, e cosi via. Dal nodo centrale
quindi si possono raggiungere k nodi in un pas-
so, k(k—1) nodi in due passi, e in generale
k(k — 1)  nodiin D passi. Se k > 1 allora si pud
assumere che N ~ k” cioé che il numero di nodi
del grafo e approssimativamente uguale al nu-
mero dei nodi esterni. Di conseguenza il numero
di passi necessario per raggiungere dal nodo
centrale i nodi piu esterni di un albero di Cayley
di N nodi e uguale a D ~ logN/logk, cioe di-
pende dal logaritmo del numero di nodi del
grafo. Per avere un’idea concreta di questo ri-
sultato basta pensare che in un sistema sociale
di N =10° individui, ognuno di questi con
k =100 amici, si ottiene un numero piccolissi-
mo: D = 4,5. Un risultato del tutto simile si ot-
tiene se si considera un grafo random come
quello mostrato in fig. 2, cioe un grafo in cui i K
archi uniscono coppie di nodi scelti a caso. I
grafi random, sono stati introdotti da Paul Erdos
ed Alfred Rényi negli anni 50 (**) e sono sicura-
mente i grafi pit amati dai matematici e piu
studiati in letteratura (**). Per un grafo random &
possibile provare analiticamente che la distanza
media fra due nodi L & uguale a log N /logk, dove
k & il numero medio di archi per nodo. Nono-
stante questi due semplici esempi mostrino che
non e impossibile trovare dei networks che pur
avendo un numero enorme di nodi esibiscono la
proprieta di small world, né un albero di Cayley
né il grafo random sono delle modellizzazioni
soddisfacenti di un sistema sociale. Infatti en-
trambi questi grafi mancano di una proprieta
fondamentale di ogni sistema sociale: il con-
cetto di gruppo o comunita. Infatti, nella co-
struzione di un albero di Cayley, si ¢ imposto
che non vi sia alcun legame diretto (arco) fraik
amici di un generico individuo. Analogamente
per un grafo random si prova che il numero di

Fig. 2. - Grafo random alla Erdos-Rényi, con un media
di k£ = 4 archi per nodo.
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legami diretti fra i k¥ amici di un generico indi-
viduo non e nullo ma tende a zero al crescere di
N. Questa e sicuramente un assunzione troppo
forte per un sistema sociale che invece presenta
quella che viene definita proprieta di clustering.
Infatti, noi sappiamo benissimo che nella mag-
gior parte dei casi due dei nostri amici si cono-
scono anche direttamente tra di loro!! Un grafo
che presenta spiccate proprieta di clustering
simili a quelle di un sistema sociale e un reticolo
regolare. Nella fig. 3 si mostra un reticolo re-
golare in 1 dimensione con k = 4 archi per nodo
e con condizioni al contorno periodiche. Si nota
chiaramente che i primi vicini di un nodo sono
connessi fra di loro. Purtroppo il prezzo da pa-
gare per avere le proprieta di clustering e che la
distanza media fra due nodi dipende linear-
mente e non logaritmicamente dalla dimensione
del sistema. Si prova infatti che L ~ N/2k, e
quindi il reticolo regolare non mostra le pro-
prieta di small world. Nel 1998 due ricercatori di
Cornell, Duncan Watts e Steven Strogatz, pro-
pongono un metodo per costruire reti di tipo
small-world con proprieta di clustering, e mo-
strano che altri networks di natura totalmente
diversa mostrano proprieta analoghe a quelle
dei sistemi sociali ('*'°). Il formalismo di Watts e
Strogatz € sviluppato in termini di un grafo G,
con N nodi e K archi, non pesato (agli archi non
€ associato nessun peso, cioe gli archi sono tutti
equivalenti), sparso (K < N(N —1)/2), e con-
nesso (esiste almeno un percorso per connet-
tere una qualunque coppia di nodi). G puo es-
sere rappresentato tramite una matrice N - N il
cui generico elemento a;; € uguale ad 1 se esiste
un arco fra il nodo % ed il nodo 7, e uguale a 0
altrimenti. In termini della matrice di adiacenza,
il grado k; di un nodo ¢ €& definito come

Fig. 3. - Grafo regolare con k = 4 archi per nodo.

ki = >_;a;;. 1l valore medio di k; ¢ k=2K/N. A
partire dalla matrice di adiacenza {a;;} & possi-
bile derivare ('") la matrice {d;;} che da il nu-
mero di passi del percorso piu breve per col-
legare ogni coppia di nodi 7 e j. Watts e Strogatz
propongono di quantificare le proprieta strut-
turali di un grafo calcolando le due quantita se-
guenti: la lunghezza caratteristica L ed il coef-
ficiente di clustering C. L e la lughezza media
del percorso tra due nodi, definita come

1 N N
(1) L(G) = NN -1 .2;21:6%’,

mentre il coefficiente di clustering C del grafo &
dato da

_ 211\7:1 C;
(2) 0(@) = ==
dove
_ #archiin G;
®) O -2

¢ il coefficiente di clustering del nodo 7. C; e
proporzionale al numero di archi che esistono
nel sottografo G;, il grafo di di k; nodi che si
ottiene da G considerando i primi vicini del
nodo 7 e tutti gli archi che esistono fra questi
nodi. C; e una quantita che varia in [0,1] gra-
zie al fattore il fattore di normalizzazione
ki(k; — 1)/2 che e il numero massimo di archi
che ci possono essere in un grafo di k; nodi. In
altri termini C; misura quanto € connesso
“clusterizzato” il gruppo degli amici del-
I'individuo %, una volta che 7 viene rimosso dal
gruppo. In rif. (**) viene proposto un modello
per costruire grafi con proprieta intermedie fra
quelle del grafo regolare e quelle del grafo
random. Si considera ognuno dei K archi del
grafo regolare e con probabilita p, detta pro-
babilita di rewiring, lo si rimuove da uno dei
due nodi a cui e connesso e lo si ricollega ad
uno nodo scelto a caso. In questo modo, al va-
riare di p si riesce a passare in maniera conti-
nua da un grafo regolare (p = 0) ad uno random
(p=1). Per il grafo regolare ci si aspetta
L ~ N/2k ed un alto coefficiente di clustering
C=3/4k—-2)/(k—1), mentre per il grado
random L ~ logN/log(k —1) e C ~k/N (**'®).
Quindi, sebbene nei due casi limite ad un
grande valore di C € associato un grande valore
di L e viceversa, le simulazioni numeriche mo-
strano () un regime intermedio in cui il grafo &
fortemente “clusterizzato” come un reticolo
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Fig. 4. - Le due quantita L e C normalizzate ai valori
L(0) e C(0) del reticolo regolare in funzione della
probabilita di rewiring p. La figura si riferisce a grafi
con N=1000, K=5000. Per p ~ 0.01 si osserva il feno-
meno dello small world: il grafo ha un valore di L simile
a quello del grafo random, pur avendo un coefficiente di
clustering C grande come quello del reticolo regolare.

regolare pur avendo una piccola lunghezza ca-
ratteristica L come un grafo random. Vedi fig. 4.
Il regime di small world si ottiene per piccoli
valori di p: infatti, sono sufficienti solo alcuni
archi random per rendere L piccola senza alte-
rare le proprieta di clustering del reticolo re-
golare. Utilizzando le due variabili L e C &
possibile studiare le proprieta di mnetworks
reali. Come esempio di un sistema sociale
Watts e Strogatz considerano proprio il grafo
delle collaborazioni fra attori, costruito a par-
tire dall'International Movie Database (*?)
(aggiornato al 1997) nel modo seguente: due
attori sono connessi da un arco se hanno reci-
tato insieme almeno in un film. Il grafo che si
ottiene non e connesso, per cui I’analisi viene
ristretta alla piu grande componente connessa
del grafo che ha N = 225226 e k = 61. I risultati
riportati in tabella I mostrano che il sistema
considerato € uno small world in quanto ha
lunghezza caratteristica L dell’ordine di Lyanq
cioe della lunghezza caratteristica che si ottie-
ne per un grafo random con lo stesso numero di
nodi ed archi, ma coefficiente di clustering C
molto piu grande di C,,nq. Watts e Strogatz rie-
scono a provare che anche altri due reti, di
natura totalmente differente, mostrano le pro-
prieta di small world. Il primo network é il si-
stema nervoso di un piccolo nematode, il Cae-
norhabditis elegans (C. elegans) (**) mentre il
secondo € una rete di trasporto di energia
elettrica negli Stati Uniti, un esempio di una
rete costruita dall’'uomo. Nel primo caso i nodi

Tabella I. — Lunghezza caratteristica e coefficiente di
clustering di alcuni networks reali e dei corrispon-
denti grafi random con lo stesso numero di vertici e di

. o . . . e gss .o 15
archi. I primi tre esempi sono stag}) studlaté 1111 rif. (22),
gli alztg'i rispettivamente in rif. (°°), rif. (°) rif. (°°),
rif. (°7).

L Lrand C Crand
Attori 3,65 2,99 0,79 0,00027
C. elegans 2,65 2,25 0,28 0,05
Rete elettrica 18,7 12,4 0,08 0,005
SPIRES 4 7,62 0,72 0,003
Metabolismo 3,88 3,78 0,48 0,0017
WWW 3,1 2,88 0,11 0,0002
Internet 3,7 21 0,24 0,0007

del grafo rappresentano i neuroni e due nodi
sono collegati da un arco se esiste almeno una
sinapsi fra i corrispettivi neuroni. Nel secondo
caso i nodi sono i generatori e le stazioni elet-
triche, mentre gli archi rappresentano le linee
di alta tensione. Si ottengono, rispettivamente
un grafo con N =282 e k = 14 ed un grafo con
N = 4941 e k = 2,67: entrambi mostrano le pro-
prieta di small world.

All’articolo dei due ricercatori di Cornell e
seguita tutta una serie di studi sulle proprieta di
small world in reti di vario tipo. In tabella I ri-
portiamo alcuni dei risultati ottenuti. In parti-
colare, Mark Newman del Santa Fe Institute ha
studiato il grafo delle collaborazioni scientifi-
che (**) analizzando i vari databases di preprints
ed articoli disponibili in rete (SPIRES, NANL,
MEDLINE), ed ha pubblicato i risultati in un
articolo dal titolo Who is the best connected
scientist? (*°). Oltre a verificare che la comunita
scientifica € uno small world, Newman ha pro-
dotto delle liste dei vari scienziati ordinati a
seconda del numero di articoli firmati, del nu-
mero di collaboratori, o di varie altre misure di
centralitd (**) come la closeness (la distanza
media fra un autore e tutti gli altri) o la bet-
weenness (°>*"). Fell e Wagner hanno studiato la
rete di reazioni biochimiche che governa il me-
tabolismo dell’Escherichia coli (**), trovando
che anche la topologia di questo network pre-
senta proprieta di tipo small world. Altri esempi
di small world apparsi in letteratura riguardano
i campi piu disparati: reti di animali sociali come
i delfini (*®), collaborazioni fra musicisti jazz,
circuiti elettronici (**), networks di e-mail (*), e
perfino il network delle collaborazioni fra i su-
pereroi della Marvel (*).

In parallelo a questi lavori, basati sulla ricerca
delle proprieta di small world in natura e nelle
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reti costruite dall'uvomo, si & visto un grande
interesse verso: la caratterizzazione della tran-
sizione di fase a network di tipo small world nel
modello di Watts e Strogatz (**?*?%); 1o studio di
modelli di spin (**?*), modelli percolativi e di
diffusione di epidemie (**) su reti di tipo small
world,; la sincronizzazione di sistemi biologici o
nervosi in cui le unitd sono connesse con una
topologia di small world (*).

Come abbiamo visto, I'approccio di Watts e
Strogatz e valido nel caso in cui un network
reale e descritto bene da un grafo non pesato,
cioé quando l'unica informazione che si vuole
mantenere e 1'esistenza o meno di un arco e non
vi € necessita di associare alcun peso all’arco.
Una generalizzazione del formalismo ai grafi
pesati, valida anche per i grafi non connessi,
permette una analisi piu dettagliata delle reti
reali e di ampliare ulterioremente le possibili
applicazioni. Ad esempio, tutti i tre i network
studiati in rif. (**) possono essere meglio de-
scritti da un grafo pesato. Infatti, nel caso degli
attori si & considerato se due attori hanno reci-
tato insieme, ma non si € tenuto conto del nu-
mero di film fatti insieme: due attori che hanno
recitato insieme in decine di films sono sicura-
mente in relazione molto piu stretta di due attori
che hanno fatto solo un film insieme. Inoltre, per
evitare che la lunghezza caratteristica L definita
in formula (1) diverga, e stato possibile consi-
derare solo la piu grande componente connessa
del grafo. In maniera del tutto analoga, nel caso
del sistema nervoso del C. elegans, non si e te-
nuto conto che vi sono coppie di neuroni con-
nesse da piu di una sinapsi. E nel caso della rete
elettrica, cosi come in generale in tutti i sistemi
di trasporto come reti ferroviarie e autostrade,
ogni arco ha una lunghezza propria legata alla
distanza geografica fra i nodi. Considerare un
grafo non pesato € certamente una descrizione
povera di questi sistemi. Insieme a Massimo
Marchiori, del Dipartimento di Informatica del
MIT, abbiamo proposto in rif. (**) una genera-
lizzazione delle idee di Watts e Strogatz per grafi
pesati. La nostra definizione di small world e
basata su di un unico concetto, quello di effi-
cienza del network, e su di un’unica variabile
che permette di misurare sia le proprieta di
connettivita globali del network che quelle lo-
cali di clustering.

Consideriamo, quindi, un grafo G pesato e non
non necessariamente connesso e sparso. Per
descrivere il grafo, adesso € necessario uti-
lizzare oltre alla matrice di adiacenza {a;} an-
che una matrice {/;}. Chiamiamo questa ma-
trice, matrice delle distanze fisiche, perché, per
semplicita, immaginiamo di considerare una
rete elettrica o una rete di trasporto, cioé un
caso in cui /;; € la distanza euclidea fra il nodo %
ed il nodo j. Piu in generale, si puo immaginare
¢;; uguale all'inverso del numero di films in cui i
due attori 7 e 7 hanno recitato insieme, oppure
uguale all'inverso del numero di sinapsi fra la
coppia di neuroni ? e j nel sistema nervoso del
C. elegans. Oppure, nel caso di un rete Internet,
possiamo assumere /¢; uguale al tempo impie-
gato da due routers per scambiare un’unita di
informazione. La matrice {d;;} adesso rappre-
senta non il numero di salti ma la lunghezza del
percorso piu breve fra 7 e j e viene calcolata al
computer utilizzando sia la matrice di adiacenza
che quella delle distanze fisiche. Si ha
di; > 4 Vi,j dove 'uguaglianza e valida quando
c’e un arco fra ¢ e j. Immaginiamo adesso che
ogni nodo comunichi con gli altri tramite i per-
corsi piu brevi e definiamo l'efficienza ¢;; nella
comunicazione fra i e j come ¢;; = 1/d;; Vi,j. Se
non vi e alcun percorso sul grafo per connettere
i e j, allora d;; = +00 e di conseguenza c;; = 0.
L’efficienza globale di G e I'efficienza media del
sistema definita come

@ Eao(®) = = O e

e gioca un ruolo simile all'inverso della variabile
L.

Per quantificare il grado di clustering di G ¢
possibile utilizzare lo stesso concetto di effi-
cienza e calcolare per ogni nodo 7 I'efficienza di
G;, il sottografo dei k; vicini di 7. Si definisce
efficienza locale di G la quantita

1 N
(5) Eloc(G) = N;E(Gz) :
dove
(6) E(G) = W |

e dove le ¢, sono le efficienze calcolate dalle
distanze piu brevi su G;. E},c gioca un ruolo si-
mile a C, ed € una misura di quanto il sistema e
localmente resistente agli errori, cioe di quanto
e efficiente la comunicazione fra i primi vicini di
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un generico nodo quando questo viene rimosso.
Le efficienze globali e locali vengono poi nor-
malizzate al grafo totalmente connesso, cioe al
grafo che ha archi fra tutte le coppie di nodi, in
modo da avere due quantita che variano fra 0 ed
1 (per i dettagli vedi (*%)). Adesso la definizione
di small worlds puo essere rifrasata in termini
del flusso di informazione: infatti, un network di
tipo small world € un network in cui la comu-
nicazione e molto efficiente sia a livello globale
che a livello locale. Questa definizione & valida
sia per grafi pesati che per grafi non pesati, e
pure nel caso in cui il grafo non & né connesso
né sparso. Proprio per trattare insieme grafi
sparsi e grafi non sparsi, risulta utile definire
una variabile per quantificare il costo di una
rete:

N N
Zi:l,i;éj Zj:l aiilij
N N
Zizl.,iyéj Zj:l fij

Il costo & definito come il rapporto fra la
somma delle lunghezze degli archi in & e la
somma delle lunghezze degli archi nel caso di
un grafo completamente connesso, ed & quindi
anche questa una quantita che wvaria nel-
I'intervallo [0,1]. Per un grafo non pesato, il
costo si riduce a 2K/N(N — 1), ed e propor-
zionale al numero di archi del grafo. Se si cal-
colano Ejgo, ed Ejoe per il modello di Watts e
Strogatz coonsiderato precedentemente, si ve-
de che al variare di p il modello produce net-
works efficienti sia globalmente che local-
mente. Ma il modello di Watts e Strogatz
costruisce network non pesati e tutti con lo
stesso numero di archi, cioe con lo stesso
costo. E possibile ideare tutta una serie di
modelli per costruire networks pesati con le
proprieta di small world e che mostrano come
il costo e una variabile molto importante. Per i
dettagli sui modelli rimandiamo il lettore inte-
ressato al rif. (*%). In generale, possiamo dire
che l'alta efficienza globale e locale implica un
alto costo del network, sebbene questo non sia
sempre vero. Qui ci occupiamo invece di mo-
strare delle applicazioni allo studio di reti reali.
In tabella II riportiamo i risultati per due degli
esempi studiati in rif. (**), da noi considerati
come networks pesati. Entrambi questi sistemi
sono degli small world anche se considerati
come networks pesati, sono cioe dei sistemi
efficienti sia globalmente che localmente. Il
C. elegans, ad esempio ha, sia al livello globale
che al livello locale, una efficienza uguale a

(7) Costo(G) =

Tabella II. — Efficienza globale, efficienza locale e co-

. . . 36 A .
sto di alcuni networks reali(”"). {5pr1m1 due esempi
sono gli stessi considerati in rif.(""), ma qui trattati
come grafi pesati. Il terzo esempio ¢ la rete di tra-
sporto urbano di Boston: metro;)olitana e me-
tropolitana piu sistema di autobus (3 ).

Costo Egion E\og
Attori 0,0005 0,29 0,562
C. elegans 0,18 0,35 0,34
Metro 0,002 0,63 0,03
Metro + bus 0,004 0,72 0,46

circa il 356% di quella del grafo totalmente
connesso, con un costo di solo il 18%. 11 terzo
esempio riguarda la rete metropolitana della
citta di Boston. Si tratta di un grafo costituito
da N = 124 nodi (le stazioni) e K = 124 archi (i
tunnel fra stazioni), in cui ad ogni arco e as-
sociata la distanza euclidea fra le due stazioni
che I'arco connette. Questo grafo pesato non e
uno small world perché, pur essendo molto
efficiente a livello globale, € carente a livello
locale. Questo significa che il sistema non &
localmente tollerante agli errori, cioe che un
eventuale problema che comporti la chiusura
di una stazione blocca il traffico lungo tutta la
linea. Evidentemente la metropolitana e stata
progettata senza mettere fra gli scopi prioritari
quello di costruire un sistema localmente tol-
lerante agli errori. Tutto cio, perché si puo
ovviare facilmente alla chiusura di una stazio-
ne, ad esempio istituendo un servizio alterna-
tivo che colleghi la stazione precedente a
quella successiva. E a vantaggio del costo to-
tale della metropolitana, che infatti e estre-
mamente ridotto. E interessante notare che se
si analizza l'intera rete di trasporto, costituita
sia dalla metropolitana che dal servizio di au-
tobus, si ritrovano le proprieta di small world.

Il modello proposto da Watts e Strogatz e solo
uno dei modi possibili e piu semplici per rea-
lizzare networks efficienti sia localmente che
globalmente. In molti casi, pero, questo modello
non riesce a riprodurre tutte le proprieta di una
rete reale. Sono necessari modelli piu realistici
che sono stati sviluppati negli ultimi anni (***1).
Infatti, clustering e breve distanza di separazio-
ne non sono le uniche proprieta notevoli di una
rete sociale o biologica. Laszlo Barabasi insieme
al suo gruppo di collaboratori di Notre Dame
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University ha provato, ad esempio, che le reti
reali sono caratterizzate dalla presenza di alcuni
nodi (hubs) con un numero enorme di links ri-
spetto alla maggior parte degli altri nodi (**). In
pratica, se si riporta il numero di nodi di grado k,
N(k), in funzione di k, per una rete metaboli-
ca (*®) o di interazione fra proteine, o per i grafi
che descrivono gli hyperlinks nel World-Wide-
Web (WWW) (**) o le connessioni di Internet (*"),
si ottiene in tutti i casi una curva a legge di po-
tenza:

8) N(k) ~ k™

con esponente y compreso fra 2 e 3. Questo ri-
sultato e diverso da quello che si ottiene per un
grafo random alla Erdos-Rényi, per il quale la
distribuzione di grado ha una coda che decade
esponenzialmente, cioe tutti i nodi hanno piu o
meno lo stesso numero di links. Le reti con una
distribuzione N (k) a legge di potenza sono state
battezzate reti scale-free proprio perché sono
prive di scala, in quanto contengono nodi ap-
partenenti a tutte le possibili gerarchie di im-
portanza. Le strutture scale-free si presentano
soprattutto nei casi di reti che crescono nel
tempo, e nelle quali i nodi che si aggiungono alla
rete si collegano preferenzialmente ai nodi di
grado maggiore (**** %), Si ¢ inoltre provato che
una rete con N(k) a legge di potenza e piu resi-
stente di una rete random ai guasti e meno agli
attacchi (**°). Infatti, se si simula un guasto
come la disattivazione di un nodo scelto a caso e
dei suoi collegamenti, scegliendo in modo ca-
suale il nodo da danneggiare, vi € una buona
probabilita che tale nodo non sia rilevante,
poiché i nodi con un grado talmente alto da ga-
rantire la solidita della rete sono pochissimi.
Viceversa, di fronte ad un attacco, la rete porge
il suo tallone d’Achille: conoscendo i nodi con il
numero maggiore di links (gli hubs) un hacker
puo danneggiare un’intera rete di computer at-
taccando pochi nodi ma ben collegati. Ro-
mualdo Pastor-Satorras ed Alessandro Vespi-
gnani hanno studiato la propagazione di epide-
mie su reti di tipo scale-free dimostrando che la
presenza degli hubs implica una assenza di so-
glia critica: cioe, su di una rete scale-free un vi-
rus si puo diffondere comunque piccola sia la
probabilita di contagio (*°).

Un'ulteriore caratteristica di molte reti reali e
la presenza di sottostrutture. Nel caso di un si-
stema sociale, ad esempio, esistono le comunita
sociali, cioe gruppi di persone che sono molto
connesse fra di loro e poco connesse alle per-

Fig. 5. - Il club di karate di Zachary (*").

sone di comunita diverse. Un esempio tipico,
rappresentato nella fig. 5, e il “karate club di
Zachary”, un grafo di 34 nodi e 78 archi ottenuto
da un sociologo, Wayne Zachary, che ha seguito
per un periodo di due anni I’evolversi delle re-
lazioni interpersonali fra gli iscritti ad un club di
karate universitario (‘). In particolare, a causa
dei contrasti fra un istruttore e 'amministratore
del club, il club dopo i due anni verra diviso in
due clubs piu piccoli (A e B). Il grafo rap-
presenta le relazioni fra i vari iscritti nel periodo
dei due anni. Inoltre i nodi sono di due tipi: i
cerchi rappresentano gli individui che dopo la
divisione scelgono di appartenere al club A e i
quadrati quelli che scelgono il club B. Le do-
mande interessanti dal punto di vista della teo-
ria delle reti sono le seguenti: € possibile, a
partire dalla struttura del grafo in fig. 5, predire
la futura suddivisione del sistema e identificare
con esattezza le due classi? E si puo in qualche
modo dire che la divisione in due sottogruppi e
piu probabile che quella in tre o in quattro sot-
togruppi? Vari metodi per determinare le co-
munita nascoste in un grafo sono stati gia svi-
luppati dai sociologi, ed altri sono stati proposti
piu di recente dai fisici (***).

Sono trascorsi pochi anni da quando il lavoro
di Watts e Strogatz sugli small worlds ha attratto
I'attenzione di fisici e matematici verso la ca-
ratterizzazione e la modellizzazione di reti
complesse. Ne sono scaturiti un enorme numero
di progetti e ricerche interdisciplinari (in col-
laborazione principalmente con biologi, medici
e sociologi), di lavori scientifici, e recentemente
sono apparsi anche i primi libri divulgativi sul-
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I'argomento (vedi ad esempio rif. (**)). Ci si sta
sempre piu convincendo che vari sistemi com-
plessi mostrano la stessa architettura governata
da leggi universali che valgono sia per i sistemi
sociali, che per le cellule e per le reti di com-
puters. Utilizzando dei modelli estremamente
semplici e possibile descrivere e classificare i
vari tipi di reti non in funzione del loro parti-
colare campo di applicazione, ma grazie a con-
cetti universali e a tutta una serie di misure co-
me C, L o 'esponente y. Comprendere queste
leggi universali puo sicuramente avere impor-
tanti conseguenze per lo sviluppo di medicine
piu efficaci (°"), per contrastare la diffusione di
epidemie (*°), per prevenire blackouts in reti
elettriche (°*%), per difendere Internet dagli
hackers o le reti di trasporto e comunicazione
dagli attacchi terroristici (**).
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