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Uberblick

@ Komplexe Systeme
@ Mathematische Modellbildung
© Chaos

© Fraktale
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Komplexe Systeme
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Was ist ein komplexes System?

komplex = vielschichtig:

Das Ganze ist mehr als die
Summe seiner Teile.

kompliziert = verwickelt:

Es gibt einen einfachen
Schllssel.
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Komplexe Systeme
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Emergenz

Der Ursprung von Komplexitat liegt im
nichttrivialen Zusammenspiel der einzelnen Teile:
Daraus kann Neues entstehen.
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Was ist Chaos?

E.N.Lorenz (1963/1972): Schmetterlingseffekt

Sensitive Abhangigkeit der Entwicklung eines Systems von den
Anfangsbedingungen.
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Ziel meines Vortrags:

Chaos ist ein Ursprung von Komplexitat
reprasentiert durch fraktale Muster.

Chaos und ale in komplexen Systemen

Rainer Klages 6



Mathematische Modellbildung Chaos

Chaos und Diffusibh

Beispiel: Mikroskopisches Chaos im Wasserglas

e Ausbreitung eines Tintentropfens
durch Diffusion

e Modell: chaotische StéRe
zwischen Billardkugeln

Tintentropfen

‘ Chaos = “Zufallsbewegung’ = Ausbreitung ‘
L.Boltzmann (1872)
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Der betrunkene Seemann am Laternenpfahl

Einfaches stochastisches Modell einer Zufallsbewegung:
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e Schritte der Schrittlange s nach links/rechts

e Seemann ist volltrunken, d.h. seine Schritte sind véllig
unkontrolliert (vgl. Minzwurf; Markov Prozess)
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Der taumelnde betrunkene Seemann

Zeitschritte
Raum-Zeit-Diagramm als graphisches Hilfsmittel zur
Darstellung des Pfades des Seemanns

Chaos und Fraktale in komplexen Systemen Rainer Klages 9
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Mehrere betrunkene Seeméanner

Ein einzelner Seemann ist nicht représentativ: nehme ein
statistisches Ensemble.
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Diffusionskoeffizient

Lasse eine grofBe Anzahl (“Tropfen”) von Seeméannern von der

Laterne aus starten:

K onzentration
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Der Diffusionskoeffizient misst, wie schnell sich ein Tropfen
ausbreiten kann. (A.Einstein, 1905)
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Betrunkene Seemanner mit Schrittgedachtnis

Modelliere einen Schritt durch ein deterministisches
dynamisches System:
Die Bewegungsgleichung | x,.1 = M(x,) | bestimmt die Position
Xn € R zum (diskreten) Zeitschritt n € Nj.

Wahl M(x) = s- X, § > 1 periodisch fortgesetzt:

ergibt X, 1 = S Xp: s
M (X)=sx

Xg Y™ i)

Determinismus: Dieselbe Anfangsposition xp reproduziert x;,.
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Wie definiere ich Chaos mathematisch?

Die (lokale) Dynamik war x,,1 = sx;.

Was passiert mit kleinen Stérungen der Anfangsposition?
AXg = Xg — Xo < 1
e erster Zeitschritt:
AXy = X1 — )~(1 = S(Xo — )N(Q) = SAXy

e iteriere die Bewegungsgleichung:

Axp = SAXp_1 = PAXp_2=---=8"Axg = e"5Ax

A(8) := In s: Lyapunovexponent
A.M.Lyapunov (1892)

A misst die Rate des exponentiellen Wachstums einer
Anfangsstérung. A > 0: Die Dynamik ist chaotisch.
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Zurlck zu Lorenz

Unser einfaches Modell generiert Diffusion basierend auf
deterministischem Chaos:

Zeitn
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Ort x

e der Seemann bewegt sich deterministisch (Ged&chtnis)
e sensitive Abhangigkeit von den Anfangsbedingungen
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Chaos und Fraktale

Wie verandert sich der Diffusionskoeffizient als Funktion der
Schrittlange fir unser Modell?

Diffusionskoeffizient D(s)

Schrittlaenge s

Der Diffusionskoeffizient hat Struktur auf beliebig kleinen
Skalen: Er ist fraktal.
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— — o. Iteration

1. Iteration

2. Iteration

3. Iteration

T 4. Iteration

H. von Koch (1904)

le in komplexen Systemen

Fraktale
0@00000
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Fraktale
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Fraktal 2: die Takagi-Funktion
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T.Takagi (1903)
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K.Hokusai (1760-1849)
Die gro3e Welle von Kanagawa
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Chaos Fraktale
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e e definiere Raster von Késtchen
1 ezahle # Kastchen N, die die

‘ Hel Kurve Uberdecken
e e e reduziere die KastchengrdBe e;
Ariz\f—%; ! ; ,51'\‘{’;; Annahme: N ~ 67d

;nﬁn.g i :d:—lnN/Ine(e—)O)‘
m; ‘ m ' Kastchendimension

ganzzahlig: Punkt d = 0; Linied =1; ...
fraktal: Koch-Kurve d =In4/In3 =1.26

Problem: Takagi-Funktion und Diffusionskoeffizient d = 1!
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Fraktaler Diffusionskoeffizient im Exper'iment’?

Diffusionskoeffizient als Funktion

o eines Parameters aus Simulationen
Diffusion von Elektronen fir ein Modell dazu:

in molekularem Graphen: W e

Carbon monoxide
molecule Electrons
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